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Introduction

Les propositions mathématiques
sont recues comme vraies parce que
personne n'a intérét qu'elles soient fausses

O%ﬂ[ﬁqu'm

C'est parce qu'il n'est pas prudent de raisonner sans modele qu'il faut
modéliser, en évitant ainsi de faire des propositions pas toujours réalisables
ni méme réalistes. On utilise les modeles pour:

. proposer des politiques économiques

. présenter des arguments raisonnables afin de justifier les politiques
économiques

o expliquer et influencer les stratégies des entreprises

o fournir des conseils aux ménages

o planifier et allouer les ressources.

Pour jouer autant de rdles, un modele doit

. faire ressortir les caractéristiques essentielles de la réalité économique

. aider a cerner la nature des chocs et réformes économiques

. faire ressortir les liens entre agents économiques (canaux de
transmission)

o assurer l'existence d'un équilibre de long terme (ou état stationnaire).

En économie, un modele est une représentation simplifiée de la réalité
économique ou d'une partie de celle-ci. Sa construction commence par la
constitution d'une banque de données i.e. de I'ensemble des séries statistiques
nécessaires. Le cadre comptable est emprunté a la comptabilité nationale et
consiste en un Tableau économique d'ensemble (TEE) qui retrace les
ressources et les emplois des différents agents pour les différentes
opérations.
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Les méthodes sont nombreuses et variées

Données quantitatives

= = Sans Avec
k=)

E=i=}

.g g Sans Economie littéraire Statistique
i)

=

S g Avec Economie mathématique Econométrie

Des applications plus précises des mathématiques sont requises :

o matrice de coefficients techniques pour les équilibres

o recherche opérationnelle (partie de la théorie d’optimisation) pour la
gestion

o théorie des jeux pour les relations entre plusieurs décideurs

o statistiques pour I’économétrie.

Quel que soit le type de modele retenu (macroéconométrique, VAR, MEGC,
RBC), le passage du modele théorique au modele appliqué se fait par étapes
successives dont:

. la construction du modele théorique

. le chiffrage qui se fait soit par estimation économétrique soit par
calibrage

o l'utilisation du modele.

On distingue deux types d'équations du modele
o équations de comportement
o équations comptables.

Pour la spécification des comportements, on distingue la forme structurelle,
ou apparaissent les relations de comportements et les formes réduites qui
résultent de la résolution d'un ensemble de relations structurelles (courbe IS
ou courbe de demande, courbe d'offre, courbe LM) et permettent de
comprendre les mécanismes économiques de la premicre.

Des que le modele est achevé (apres tests de robustesse et de validité des
résultats), les équations sont rassemblées dans un logiciel de résolution qui
permet d'obtenir la solution numérique du modele sur sa période d'estimation
pour voir dans quelle mesure il reproduit correctement la réalité e.g. GAMS,
etc.
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1. Régression linéaire

La modélisation en économétrie comportera les différents pas successifs
suivants :

formulation générale
du probleme

l

[ données statistiques

1

choix des variables
endogenes et exogenes

Estimation des

parametres mise au point
des relations

-

formulation mathématique
(modele)

\

Tests

Interprétation et conclusions

[ Prévision ]

Nous distinguons aussi les éléments:
O données
O relations
O variables

Sutroduction a léconométrie 3



1.1.

Les données

Les données qu’on observe en économie sont:

>
>

>

1.2.

1.2.1.

>

>

>

1.2.2.

soit des observations individuelles sur des unités individuelles en un
moment précis (e.g. le salaire d’une catégorie socioprofessionnelle)
soit des séries chronologiques sur la méme unité (e.g. le PNB
annuel)

soit des données de panel, combinant les deux précédentes
catégories.

Les relations

Types de relation
Elles sont de 3 types:

Une simple équation: Une variable est déterminée a I’aide d’une ou
de plusieurs variables indépendantes, e.g.: la demande d’un bien
fonction de son prix ¢ = f(p) ou la consommation fonction du

revenu, de I’ offre et du niveau des prix C= f(y,q,p)

Equations multiples: Deux ou plusieurs équations distinctes qui
peuvent étre traitées soit séparément (comme dans le cas d’une simple

équation), soit globalement,e.g.: C, = f(y,,q,,p,) 1= ],_n

Equations simultanées: Deux ou plusieurs variables sont déterminées
simultanément a partir d’un nombre de variables indépendantes, e.g.
I’équilibre sur un marché: D = f(p,x) et S=f(p,z) avec a
I’équilibre: D = S

Formes de relations

Quant aux formes de ces relations, elles sont multiples. Ainsi par exemple si
la théorie économique nous dit que la demande est fonction du prix, elle ne
précise pas toutefois la forme de cette relation qui peut étre:
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>  linéaire Q=+ S P

> logaritmique InQ =@+ fInP ou Q=e“ P*

> semi-logarithmique In Q=a+ f P ou Q = P

La forme a retenir peut étre déduite de 1’observation méme des données en
nous servant par exemple de la représentation graphique:

-~

Q Droite Q ﬂk Courbe

h 4
N

Dans certains cas, aucune forme simple de relation peut n'étre satisfaisante,
e.g. les phases de lancement d’un nouveau produit (fonction logistique).

QT

l+ae™

0 t

Note A cause des erreurs d’observations et de certaines corrélations (partant
la colinéarité) la forme de relation qu’on retient ne sera généralement pas
exacte.
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1.3. Les variables

On distingue:

» variables endogenes ou variables expliquées (déterminées par le
modele)

» variables exogeénes ou variables explicatives (indépendantes ou
prédéterminés)

» variable erreur (pour synthétiser ’effet de tous les facteurs non pris
en compte) ou résidu (lorsqu’il s’agit d’erreurs sur la variable
endogene).

1.4. Les méthodes de régression

1.4.1. Méthode des moments

Pour déterminer les parametres, on égalise les moments (e.g. moyenne et
variance) d'échantillon aux moments correspondants de la population.

Ex.1 A la v.a. X on associe la densité de répartition:

f(X,ab)= ! (X a) exp(—uj avec X >a, b,p>0
b'I(p) b

1) Montrer que les deux premiers moments sont tels que:

¢ bp+a
m =X f(X,ab)dX = ZP*

P +1Db* +2apb +a’
mZ:szf(X,a,b)dsz(p )b”‘l d

2) Pour p=2 et 2 observations (X;,=/ et X,=3) montrer que les

estimateurs de la méthode des moments sont: a =0 et b = %
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1.4.2. Méthode du maximum de vraisemblance

Elle consiste a choisir comme estimation @ du parametre 6 qui maximise la
fonction de vraisemblance L(X;, X, ....., X, ; 0) par Likelihood.

2

A d L. JdL[.
@ est solution de: 3 ;) =0 et 36(’ )< Oqu'on remplace par cet
autre systeme:
dlnL 2°mL
" 0ot T2 <0 si f(X,0)>0 (F densité
a6 26

de probabilité)

Ex.2. On considere un échantillon de n observations indépendantes de la v.a.
X définie sur R, de densité:

X p—]
1 X
f(X)= e ; a>0 , p donné
I'(p) a’

1) Montrer que:
E(X)zTX f(X)dX =apetV(X )=E(X’)-E*(X)=d’p

2) Déterminer l'estimateur & du maximum de vraisemblance de a et vérifier
qu'il est sans biais et convergent.

1.4.3. Méthodes des moindres carrés

On considere un modele de régression linéaire Y =a X +b a travers un
nuage de points.

L'ajustement est jugé satisfaisant lorsque la distance moyenne entre les
points et la droite est la plus réduite possible. Ce qui pose 2 problemes:

1) Comment mesurer la distance entre un point et la droite

2) Comment calculer la moyenne des distances relatives aux différents
points.
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Le deuxiéme probleme trouve sa solution dans l'adoption de la moyenne
quadratique. D'ol la recherche de la droite telle que la somme des carrés soit
minime. C'est le principe de la méthode des moindres carrés.

On résout le premier probleme de deux manieres

e  goit par la régression simple
e  goit par la régression orthogonale.

1.4.3.1. Régression simple

La méthode des moindres carrés consiste a estimer a et b tels que:

minZezzminZ(Y—aX—b) ?(P

TL
Y=aX+b
e=Y-(aX+b}

A 4

( X
a 62 =0 2 2 2 2
da  ettelles que les dérivées secondes X spet @ >0
Iy dd’ b’
=0
db
a= 2 X-X
= x=X—
d’ou sz ou _
Z y=Y-Y
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1.4.3.2. Régression orthogonale

La distance se mesurant perpendiculairement a la droite, elle a pour
expression:

B | aX+bY—c|

Va' +b° -~

d(p,D) =|e| ssi a +b =1

A
aX+bY=c

. 2 . 2 . 2 2
mznZe =mznZ(aX+bY—c) sous contrainte a +b =1

£=Z(aX +bY—c) —A(a’ +b° —1),le Lagrangien

Les conditions du premier ordre conduisent a:

a(ZxZ -1 )+b2xy =0
any+b(Zy2 -1 ) =0
Ce systeme n'a de solution non nulle que si son déterminant est nul i.e:

/12—(2962 +Zy2)/1+2x22y2 —( xy)2 =0 avec A inconnu

= la plus petite valeur de A est:

e e ST )

c=aX+bY doi

b ny 2 ny

Connaissant le rapport a/b on connait la droite d'ajustement:

d'ou a_/l—Zyz:l{zxz —zyz—\/(sz—Zyz)z+4(ny)z
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aX+bX =c¢
aX +bY =c

a N _ Ay T\,
ax+by=0:>y=—zx dou Y= b(X X)+Y

Ex.3 La droite de régression DY(X) est donnée par 1’équation
Xcosa+Ysina =L

Montrer que les estimateurs des moindres carrés de & et 3

sont donnés par:

Xcosa+Ysina
1

Zny
zxz _zyz

Partant de Min B(X cosa + Y sin G‘% = E sachant que cosaff +sinaff =1

B-

o =—arctg

2. Modeéele linéaire simple

Le modele le plus simple est celui de la relation linéaire entre deux variables
XetY/:

(1) Y=a+f X +u

L’introduction de u dans (1) se justifie pour plusieurs raisons:

® Y serait entierement expliqué si I’on savait tous les facteurs pouvant
I’influencer et si I’on disposait de toutes les données nécessaires. En fait, le
nombre de facteurs peut s’étendre a I’infini et beaucoup d’entre eux seront
difficilement quantifiables. Puisqu’on choisit de représenter Y comme une
fonction explicite d’un petit nombre de facteurs (jugés les plus importants),
on considere alors que u condense 1’effet de toutes les variables omises dans
le modele

e La seconde justification de l'introduction de u est qu’au-dela des
facteurs, il existera toujours un élément imprévisible d’aléa dans les
phénomenes sociaux ou I’homme est le moteur avec tout le subjectivisme
qui le caractérise

e La troisiecme source d’erreur réside dans [D’incertitude des
observations/mesures sur Y
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. Une quatrieme raison serait liée a I'imperfection de la spécification
de la fonction f.

En résumé Y et u sont des variables aléatoires, X est supposée non aléatoire
et la fonction f est linéaire.

Si nous avons n observations sur X et Y, alors nous avons le modele
Yi=a+B X, +u, avec i=i,n

Pour alléger I’écriture, nous omettrons volontairement 1’indice i en écrivant
tout simplement

(2) Y=a+[X+u

Nous cherchons a estimer les parameétres inconnus o et B (coefficients de
L . .. 2 . . . . A
régression) ainsi que o, . Pour ce faire, il existe plusieurs méthodes dont le

choix dépend des hypotheses émises sur u. L’économétrie privilégie la
méthode des moindres carrés, qui sous certaines hypotheses garantit des
propriétés désirables aux estimateurs.

2.1. Hypotheses

H;. Les variables X et Y sont des grandeurs observées sans erreur, Y est
aléatoire

H,. (Hypothese fondamentale) E(u;) =0 V i=1n

H;. (Homoscédasticité) L erreur u; suit une distribution indépendante de i et
de X
Vi, Vu)=o’

Hy. (Non corrélation des erreurs) Y 1,j avec 1#] E(uiuj )=0

H;s. (Indépendance) La loi de probabilité des erreurs est indépendante de X

H¢. Moyenne et variance finies

Sutroduction a léconométrie 1



lim X = X, finie
limo3, =S >0, finie

n—oo

H- Les erreurs suivent une loi normale ou de
LAPLACE-GAUSS: u > N(0,07)

Cette hypothese qui n’est pas nécessaire pour 1’estimation des parametres a
son importance pour justifier certains tests associés a la méthode des
moindres carrés.

2.2. Estimation
Soient les observations
— 1
X, X,———— X, avecX Z—ZXI.
n

= 1
Yl,Yz,—————,YnavecY=;ZYi

Soit la droite de régression:

A

3) Y=6+B8X

(]

=il

L

~H
1]
Q»
+
>
o<

A 4

0 X

Les résidus (e;) seront soit positifs soit négatifs selon qu’ils sont au-dessus
ou au dessous de la droite de régression. Si on les éleve au carré et qu’on les
additionne, le résultat sera non négatif et devra varier directement avec le
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nuage des points, a partir de la droite. Ce résultat est bien sir fonction des

A

différentes valeurs des estimateurs & et f3

) . A
z ei = f(a‘, s ﬁ)
Le principe de la méthode des moindres carrés est que & et [ doivent étre

choisis tel que z ef soit le plus petit possible.

Soit a minimiser: Zez = Z(Y—I?)Z = Z(Y—&—ZJ’ X)Z = RSS ( pour

Residual Sum of Squares)

BZJ
e 4
2a {—ZZ(X—(Z—,BX):O
© R
&ZA62=0 -2> XY -a&-pX)=0
Ip

: : P Y=na+pBY X
Ce qui conduit aux équations normales LY=na+hy,

Sxr=6Y X+5Y x°

En divisant les 2 termes de la premiere équation par n, on
obtient: Y = &+ S X

ce qui montre que la droite passe bien par le point (Y,I_/)

Y =d+pX
Y=a+BX
Y-Y=8(X-X)
Soit: B
. X-X=x
(3) y=px ol Y=y
Y-Y=3%
Avec ces changements de variables, le résidu s’écrit :

e=Y-V=Y-Y-(Y-Y)=y-9=y-Bx

Sutroduction a léconométrie 13



d’ol 262=Z(y—,8x)2

DN N ST )

Ip
DI
@) = ==
p Z x> S x
On vérifie aisément la condition du second ordre :
a’ z e’
Ip?

Connaissant ,3 , on détermine aisément ¢, sachant que:

= 22 x? > 0=min imum

®) a=Y-pXx partantde Y =&+ ,ABY

Ex. 4. Sur le prix (X) et la consommation (Y) de sucre, on dispose de cinq
observations réparties entre deux échantillons tels que:

Echantillon n >X >Y >x° >y’ > Xy
I 2 4 14 2 2 )
II 3 21 6 8 2 -2

avec x=X-X et y=Y-Y
Pour I’échantillon global de cinq observations:

1. estimer, par la méthode des moindres carrés, les parametres du
modele: DY(X): Y=aX+b+u ot u—> N(0, 02)

2. montrer que la droite de régression DX(Y) est telle que: x +y =0

3. tracer dans un méme repere ayant pour origine ()? Y ) les droites

DY (X) et DX(Y) et trouver 1’angle 0 qu’elles forment entre elles
2.3. Propriétés

Pour établir les propriétés des estimateurs, on suppose les X fixés constants
en prenant des échantillons répétés de taille n. D un échantillon a I’autre les
14
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valeurs de Y varieront comme conséquences des variations de u. En

A

appliquant les formules de calcul des paramétres & et [ i chaque

échantillon, les observations généreront une série de valeurs @ et [ La

distribution de ces valeurs est celle de 1’échantillonnage correspondant aux
estimateurs des moindres carrés. Ce qui nous intéresse ici ce sont les
moyennes et variances de ces distributions ainsi que la comparaison entre
ces distributions et celles d’autres estimateurs possibles.

P Estimateurs linéaires

Les estimateurs sont fonctions linéaires des observations Y

De

A z Xy
@ p= > on peut écrire:
X

ﬁ:Zx(Y—?)ZZxY_?ZxZZxY
PIE DI DI S I
0

(6) ,8=ZWY on w= al

Ces w sont fixés constants et satisfont :

DY w=0

: 2 1
DS w? = r _
ZW Z(zxZ)Z (zxZ)Z ZXZ
3)Z:wx=z:)cz:xx2 = %iz =let

2wx=2w(X —Y)=ZWX +YZW=ZWX =1
! 0
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A —

De (5 a=Y-j

=lZY—YZWY soit:
n

0 o Z(l— X)Y

n

Ps. Estimateurs sans biais

A

Calculons les moyennes ou espérances de 3 respectivement &

D’apres (6) :

,3= ZWY
= ZW(O{+,3X +u) :aZLV+'BZWX +2wu
0 1

®) B=B+Y wu

= E(B=EB+Y wu)
= E(B)+E(Q_wu)

-5+ Ene
0

E(,Zi’):/i’ ;,23 est un estimateur sans biais de [

A

De (7) : 0{=Z(%—YW)Y=Z(%—YW)(0{+,BX+u)

= Z(la+iﬁX+iu—agw—ﬂYwX —Ywuj
n o n n

—a+ BX LY u—aX T w-BXT WX XY wu

16 Sutroduction a léconométrie



R R 1 R
—0{+,BX—,BX+;ZM—XZWM
©) &zOHZ(l—iju
n

A 1 =
= E@=E@+) (——Xw)u)
n
1 J—
=E(@+).(——Xw) E)
" 0
E(@)=a ;x est un estimateur sans biais de «

Ps. Estimateurs efficaces

A

Calculons les variances des estimateurs 3 respectivement &

De (8) : B=f+dwu = B -B=wu on B=E(p)

ViR =EB-ERf

Po. 2

=E(f-P)
=E(Z:wu)2
=E(wu, +wu, +————+w,u, )’
=EWu +———+wu> +2wwyu i, +———+2w,_ w.u, u,)
=Ewiu +———+wiul)+2E(wwouu, +———+w,_ w u, u,)

2 2
= W EW})+2> ww_ E(uu,_,)

— e

o? 0

u

=0 Y w'=

2
Gu
2
X

2
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(10) Vi =<

0?=a+2(l—fw)u
De (9=ona nl o
&—QZZ(——XW)M
n

1 L 2
V(@)= E(@-a) = E(Z (—ijuj
n

2

=E(Z(%—Yw)2u2j:z i—?w E(u)®

. - 1 =2, 2—
V@) =02 3 (== Xw)’ =02 S (—+X W == Xw)
n n n

| J— 2X
=0, (—+ XZZ:w2 ——ZW)
n ——— n T

|

>

—2 2 2 2
S ol XX DX
" ”“)“’"‘n*zx”‘“"( DX J“’“nzxz

De méme, on peut calculer la covariance entre les estimateurs:

cov(é&, ) = E(&— a)(B- B)
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DR TR (65 s e ]
:E(%ZM.ZWM—Y( wu)zj
:%E[(u1 1ty +=—=u,)-(wu, +===w,u, |- X E(Y wu)’
:% 0; Y w=XV(p) ==XV (p)
, X
S

Il faut ensuite établir que les variances calculées (d’apres 10 et 11) sont les

(12) cov(ax, ,3) =—0

plus faibles possibles, donc que @, 8  sont les meilleurs estimateurs
linéaires sans biais.

Soit un estimateur linéaire arbitraire: £ = ZCY avec c = w + doud

constante arbitraire

Pour que /3 soit un estimateur sans biais de # , d doit satisfaire certaines
conditions :

B=Ycv=>Yca+fX+u) =ay c+BY X+ cu

E(ﬂ)dec+ﬂZcX =L ssi
DY c=0et 2)> cX=1

Ces 2 restrictions plus les propriétés de w et en tenant compte de la relation
¢ = w +d, donnent les conditions que doit satisfaire d, a savoir :

D De=0 & dYw+d)=) w+dd =>d=0
0
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2) YeX=1 & Yw+d)X=DwX+>dX =2 w (x+X)+Y dX
=ZWX+YZW+ZdX=1
o

=>3dX =Y dx+X)=Y di+X Yy d=Y dc=0
0

Sous toutes ces conditions, la variance de ,3 devient:

VB =EB-P*=EQ cu)? =02 ¢?
=02 (w+d)’ =0, ) (W +d* +2wd)

2
:Gu(

1 s o .
Zx2+2d +2Zx2) —O'u(zx2+2d)

y r 2 . -
V(B =V(B+o: Z d’ ou Z d’ est nécessairement une quantité non
négative, par conséquent
V(B 2V (P) et Zd > =0 uniquement si tous les d; sont nuls.
On obtient un résultat similaire pour V(&) . 1l suffit de poser :

5{=ZCY avec czl—a)l_/+davech=OeIZdX=de=0
n

2
— ) dx
V(&):ai(%+ o +Zd2—2Xz )

sz 2
Zx y+o. Y. dP=V(y+o.) d

d'ou V(o) 2V(a)

—0(+
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Les variances de B etde: V(f)= Zo‘jcz respectivement  V(0) = ’Z%xz

dépendent de la variance des résidus (Gi) qu’il faut au préalable déterminer:

e’ =RSS = (Y—&-BX)’
=YW -Y+B(X-X) =3 (y-Bx)

2
2.

_ 2_(zxy)2_ Z_S)zcy
(13) RSS=>"y S S, 5

En remplagant £ par sa valeur, S on obtient:

v . . 2 .
L’estimation de la variance de la variable erreur, 0 se fait sur la base de
RSS.

Y=a+[X+u , il s'en suit:
Y=a+BX+u

Soit: _ _ _
Y-Y=0(X-X)+(u—u)

y = ,Bx+(u—;)
Or: RSSzZ(y—,Bxf:ZeZ avec y=,3x+(u—;),alors:

RSS =Z(,3x+(u—;)—,23x)2
= (~(B-Brx+u-w)

=S [B- B2 +u-w? =28 B) x w-w)
=(B-B*Y+ Y - -2~ x (u—u)

Sutroduction a léconométrie 21



Pour obtenir la variance de I’erreur, on calcule I’espérance mathématique de

e
EY )= E[(,B—,B)Zsz] +E[Y (u-w?]- 2E[(ﬁ—/}’)2x(u—ﬁ)]

n

=> V() + E{Z(uz 2w B—zE > au Zux—@()j

=>x’ %, +E(Zu2)—E(zTu2)—2E(2wu2ux)

=67 10 -0 2 (Y Jo? = (1-2)0”

2.

Finalement donc, on aura en tout. E (z e’ ) =(n-2)o 5

N . .. 2
d’ou I’estimateur sans biais de o7, :

(14) o Ze

On peut estimer les paramétres @ et [ par la méthode du maximum de

vraisemblance et comparer ces estimateurs a ceux des moindres carrés
ordinaires.

2.4. Inférence statistique

Pour obtenir les LSE, nous n’avons a émettre aucune hypothése particuliere
sur la distribution de probabilité des résidus. Les estimateurs obtenus ont des
propriétés optimales sous les hypotheses H;, H,, H; et H, retenues .
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Par contre si I’on veut obtenir des intervalles de confiance et tester certaines
hypotheses sur les estimateurs, nous devons supposer que u a une
distribution normale (H;).

Si u N(O,Gi) il s'ensuit:

oLy X’

) a—» N(a,—=—
) ( anz)
N O—Z
2) B> N(B, > )
D x
RSS
3) — b x((n-2)
GM
.2 RSS ) .. 2
alors o,= p est un estimateur sans biais de o,
n —

4) En remplacant O'i par 5‘i dans V(o) et V(,B) on

obtient les variances estimées dont les racines carrées nous donnent
les erreurs types , notées SE (pour Standard Error).

A

oa-o B-p T
Alors —~ et > ont chacune une t-distribution a (n-2) ddl

SE(@)  SE(B)

Ces distributions sont utilisées pour faire les intervalles de confiance
2 N . e
dex, ,3 , 0, ,les 3 parametres inconnus de notre modele linéaire.

Nous avons donc :

' . . 6.y x* 5

i) pour &: a— N| o, ASE SE(A)|—>t(n—2)
~ 2

(15) Ha) =22 =(év—oz)L
SE(¢) s> X
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Pour tester I’hypothése & = ¢, , on remplace o par 0, dans (15) et on voit
si t qui en résulte tombe a I’intérieur d’une région critique appropriée, région
déterminée par la t-distribution a (n-2) ddl:

Au seuil € ou pour obtenir un intervalle de confiance (1-€)%, on pose:

a-a
Pl—t, <—<t,|=1-¢
( %7 SE(&) 4)
d’ou les limites:

(16) 0 ’ a-”— VZXZ

A~ A Az A—
ii) analogue pour f: S N[,B, zuzj = é(iﬁ =t (n-2)
x

(17) t(B="——=(B-P

(18) ﬂz,éit%SE(,})’):ﬁit%\/iz
D x

3) les tests sur 0 sont obtenus en utilisant la y distribution :

Yt (n-2)67
2 = 2

o o

u u

-y (n-2)

(n—2)6;
19 =

62
P(;{Z <w<;{f_%j =l-¢
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d’ou:
—( ) L< O'2 < —( )

(20) B -
V4 ?_% X 2

Note: Si nous avons n observations et estimons 2 parametres o et 3, nous

voyons a partir des équations normales que les résidus satisfont 2
restrictions linéaires :

Zﬁ=O=Ze
D> Xi=0=) Xe

en essence, il y a seulement (n - 2) résidus libres de varier, car étant données
leurs valeurs, les 2 (= n - (n-2)) autres peuvent s’obtenir en résolvant (S).
Nous dirons donc qu’il y a n - 2 valeurs arbitraires possibles ou encore n - 2
degrés de liberté (ddl).

(S)

Ex.5. On dispose d’une série de 10 observations sur I’offre (X) et le prix (Y)
d’un bien:

X 10 7 10 4 8 8 6 7 9 11
Y 12 11 14 6 10 7 9 11 10 10

1) Par la méthode des moindres carrés, estimer les parametres du modele
linéaire DY (X)
2) Auseuil € = 5%, vérifier sur les tables appropriées que:

t,(n=2)=2306, y;,(n-2)=218 et x; ,(n-2)=1753

3) Montrer que:
P(—1.93 <a< 10.73) =095

P(0.0l3 <pf< 1.387) =095
P(162 < o <1303) =095
2.5. Coefficient de corrélation

Le coefficient de corrélation mesure en quelque sorte 1’intensité de la
liaison entre deux variables.
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Soit le schéma suivant, représentant les nuages de points entre les
variables X et Y :

II¢-) § I(+)

~

M+ | IV

D 4

0 X X

Partantde X et Y , le graphique se divise en 4 cadrans

Le terme Z Xy peut servir a mesurer 1’association entre X et Y. S’il :

. est positif, alors la plupart des points se trouvent en I et III
. est négatif, alors la plupart des points se trouvent en II et IV
. tend vers zéro, les points sont équitablement dispersés a travers tous

les cadrans; il n’existe alors pas de liaison entre X et Y.

Mais cette mesure qui nous renseigne sur la liaison entre les 2 variables X et

Y présente deux inconvénients:

1) sa valeur peut étre arbitrairement élevée si 1I’on ajoute davantage
d’observations

2)  elle est fonction des unités de mesure choisies pour X et Y.

On y remédie en exprimant les déviations, x et y, en unités standard et en
prenant la moyenne pour obtenir le coefficient de corrélation (encore appelé
Pearsonien).

(2D

Xy
_ZO}O‘,V: D D I

" "0.0, |[Xnono,
26
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_ ny _ ZXY—n)?I?
\/ZxZZyz \/ZXZ —n)?z\/ZYZ —nY?

Si nous tenons compte de I'ajustement ¥ =& + f X , nous obtenons des
relations couramment utilisées en économétrie telles que:

A partir de la définition de la droite des moindres carrés, on a:
e=Y—Y=H—(H) = y=y+e
Y y
alors:
Zyz = Z(§7+e)2 =Z(§72 +2€§)+€2)
:Z§2+226§7+Zez
Zyz =Z§12+2,A32ex+2e2
=Z§2+2,32x(y—23x)+262

= 2)72 +2%2xy —2—2%;0;;22)& +ze2

0

(22) Yy =D +>e =Q +0,

La relation (22), sur laquelle se fonde 1’analyse de variance, signifie que la

variation (ou variabilité) totale des valeurs de Y, sur leur moyenne, est une

mesure de 2 variations:

1) la variabilité expliquée par (ou due a) I’influence linéaire de X

2) la variabilité résiduelle (ou inexpliquée) par rapport a la droite des
moindres carrés.

A T’aide de cette méme relation (22), on peut déterminer le poids spécifique
de la variabilité expliquée dans la variabilité totale de Y:
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(23) rt=

Ainsi le carré du coefficient de corrélation (encore appelé coefficient de
détermination - pour la raison de 1’égalité (23)) est égal a la proportion de la
variabilité de Y expliquée par I’influence linéaire de X.

En combinant (22) et (23) on écrira :

2
(23%) ri=1- Ze

2

1) le maximum de r2est égala 1l (r=%x1) Zez =0 = chaque e; est

d’ou:

nul, cela voudrait dire que tous les points du graphique sont situés sur la
droite d’ajustement

.. . s oz 2 2
2) le minimum de 2 est égal a zéro < z e = z y

Z)A)z:O = Z(?—I_/)2=0 ssi Y =Y i.e.ladroite de

régressionest ¥ =Y

Notes: Pour des variables ordinales, ne suivant pas une loi normale, on
fait recours aux coefficients des rangs puisqu'on n'est plus intéressé
par les valeurs des variables mais le rang de I'une par rapport a celui
de l'autre (ordonné lui du premier au dernier)
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Soit la classification suivante de n €léments en X eten Y.
E, E, E; E,

1 2 i n
lp 2p N ip eee 1’1p

X
Y

T o2l _nm+h _n+l

- ’

n 2n 2

Les i, n’étant que des permutations des i: Y = = =

n n
n+1
2
Nous avons donc: Y = ? = n;— 1

52 = DX -X) _ >X 3
n n
nn+1)(2n+1)
6

, _ (m+D@Cn+D) (n+1)?* _ n+l B B
ol = ; s D=3+ D) =

Dt =124224 .. 4n2=

n? -1

12

Ox = nz_l—O'
TV
_2E =X -V D

noy Oy noy oy

Ded=X-Yet X :?,ilvientdzx—y

2d7 =2 (=) =3+ )y =2 3y
= Yy = %(sz Yy - a?)
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l(zn(nz—l)_zdzJ _ n(nz—l)_zdz
2 12 2

12

2

n(n*-1) zdz
T, nn*—1)—-6yd’

d’ou: r= 12 > =
n* —1 nn* -1
n
12
6> d’ . o
r=1- — == Sr coefficient de corrélation des
nmn —1)

rangs de Spearman

Comme pour le coefficient des rangs de Spearman, pour Kendall, la
premiere variable est triée et les rangs de la seconde sont mis en
regard de ceux de la premiere. En ne s'intéressant qu'a la seconde
variable, pour chacune de ses observations, il y aura des rangs
supérieurs (p) et des rangs inférieurs (q). On fait le solde de ces rangs
supérieurs et inférieurs, par soustraction (p-q). Par exemple, dans une
population de 10 éléments, il y a 9 rangs supérieurs au premier et 0
rangs inférieurs, le solde est égal 9.

Si la seconde variable est également ordonnée, en faisant la somme de
tous les soldes, on aura au maximum un solde total de:

(n—l)n
2

soit la somme des

So=(m-1)+n-2)+2+1=1+2+--+(n-1)=

max

(n-1) premiers naturels

n(n - 1)

Si l'ordre est parfaitement inversé, le solde total sera: S,,,, =— 5

Ainsi, le coefficient de Kendall est défini comme étant le rapport de la
somme des soldes observés (S) sur le solde maximum tel que défini
ci-dessus (Spmax):
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Le coefficient de Kendall traduit beaucoup plus un indice de
concordance qu’une corrélation, ce qui nous renseigne quand méme
sur la liaison entre 2 phénoménes on pourrait I’interpréter en terme
de: "il y a K% de chance qu’un élément pm en X le soit aussi en Y
e.g. le 1% en X a K,% de chance de I’étre également en Y". On peut
développer un petit programme Excel pour le calcul de K, en utilisant

la fonction SI(NB.SI()) e.g.

=SI(NB.SI(B$2:B2;">1")=0:MAX($B$2:5B$11)-B3;MAX($A$2:$A$11)-B3-
NB.SI(B$2:B2;">1")

2.6. Analyse de variance

2
Nous avonsvaque f +— N [ j

T

B8
— = P N(0,1)
o, / VDX
o (ﬂ/ zﬁ) )
¢ , Il en résulte que
Noussavonsque=——>y *(n—2)
B-p

=F — F(1, n-2)

Zez/(n—Z)sz

Pour B =0, F devient:

(24)

By > B 29 0

oS el Sen-2 S -2 0/n-2
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L’hypothése de non existence de liaison entre X et Y ( =0) peut donc étre
testée a ’aide de (24). On rejettera I’hypothese au seuil de signification €%
si F>F,

Tout le calcul se fait comme 1’indique le tableau ci-apres :

Soqrce.:s. d,e Somme des carrés ddl Carrés
variabilité moyens
X 0 = Z y ? 1 o / 1

_ 2 _ 2 _ 5
résiduelle mxet=2 oLy n-2 Q,/(n-2)
Totale DV =0,+0, n-1

La valeur de F est fournie par le rapport des deux éléments de la derniere
colonne du tableau.

S’il existe une liaison entre X et Y, on fait un test sur la significance du

~ 2
- - (B-BN2x .
coefficient de corrélation partant de: ¢ = ~ et on acceptait
(o)

u

I’estimation pour |t| <ty

On peut tout aussi bien tester 1’absence de liaison entre X et Y, hypothese
qu’on accepterait pour |t| <t,

5o o PZE BYE BT

A

G, \/Ze /(n-2) \/Zy (1-r%)/(n—2)

(25) t=r
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2

= tz—rzn 2 d

S T a=m-2)

oo 2V 0
(X /Ty)/m-2) Q/n-2

.__ 0
0,/(n-2)

(26) t =F ainsi  t*+— F(l, n-2)

Aussi les tests de corrélation et de variance sont-ils équivalents au test de
I’hypothese de non relation linéaire entre X et Y.

2.7. Prévision

Si la modélisation permet d’accroitre notre compréhension des phénomenes
économiques étudiés, elle doit également nous aider a la prise de décision, a
faire des prévisions.

On pose le probleme de prédire la valeur moyenne de Y correspondant a une
certaine valeur donnée de X, soit X,. pouvant ne pas étre a I’intérieur des
observations de 1’échantillon considéré X, Xs, ....., X, .

La prévision peut prendre la forme d’une valeur particuliere ou d’un
intervalle de prévision (en terme de fourchette).

I Estimationde Y,, X,donné

Soit :
7) Y, =a+pX,
08 EW,)=E@)+x,EB)=a+px, =E{,/X,)

XX X;

[ z: DD IS

V(7 )=v(@)+2x, covia g+ x2v(3)=0
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(XZXX) j

La variance est donc fonction de I’écart entre la valeur X, et la moyenne des

@)  VE)=o (
n

valeurs employées ( X )aestimer @ et f

De (27) il ressort que Y, est une fonction linéaire de & et [ quiontune

distribution normale, par conséquent il aura une distribution normale dont
les parametres sont donnés par (28), respectivement (29) :

(XZXX)J

Y, » Nla+pX,; au[
n

Y,-E(Y, /X)) Y, —EY,/X,)
SE(Y,) e - X)?
Gll
n Zx
Par conséquent a 100(1—&)%,E(Y, / X ,) aura pour intervalle de
confiance:

= t(n-2)

(X, -X)

DX

30)  E(Y,/X,)=a+pX,=(a+pX,)1tt,,6, \/—+
n

ii. Modification du modéle

Quelques fois, il importe d’obtenir un intervalle de confiance pour Y,

associée a X, ce qui modifie quelque peu le probléme puisqu’on dispose

cette fois de (Xo, Yo); on vérifie si la méme structure linéaire se

maintient ou pas.

Si la relation linéaire se maintient, on a :
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Y,=a +BX,+u,
Y =& +5X,

(D
2=, = (@-a)=(B-B)X, =u,~((@-a)+(B-p)X,)
(32) E(z)=0

V(z)=E(Z)=E(u, )+E(((‘5““ (b5 x,))

5 5 2 1 (X, -Xx)
E(Z”—G%E((YO—E(YO/XO)))—aiwi(—*?}

A X, - X)*
(33) V(n—n):a§(1+l+¥]
PR
Y,-Y,
Nous avons: (Y- 1) > t(n—-2)
= 2
N X —-X
O-u (]4_]4_(02)}
n X

A 100 (1-8)%, I’'intervalle de prévision de Y, sera :

o . 1 (X,-X)*
(34) Y, =a+BX, 1,6, [l+—+°—2J
nooDx

iii. Méthode Fieller

Nous pouvons étre également intéressés par la prévision de X, Y, étant
donné. La prévision en question peut se ramener au cas précédent si I’on fait
fait la régression de X par rapport a Y. Mais il est tout aussi possible de
partir du méme modele DY (X) pour prévoir X, associé a Y ( donné et en
obtenir I’intervalle de prévision.
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— Y -Y
Yo _ x4 20°
B B

On utilise la méthode dite de Fieller pour obtenir les limites de confiance de

(35) X,=X+%,=X+22

X, étant donné que y, et [ ont des distributions normales

On pose y—Ao =0

. 2
La variable y, — 6 N(O, O'L(1+1+ 9 j}

A

_=BE
SE(y0 iy 0)

qu’on utilise pour construire un intervalle de confiance pour €

= t(n-2)

A 100(1- €)% on trouve une valeur de ten (a partir de la table) a (n-2) ddl.

(YO_:ABQ)Z 2

92 < ta /2
[1+ + ]
x

Pour trouver les limites de @ , on résoud 1’équation :

P

(36) (yo — BO) —1.,6] [1+ +Zx J 0

Ontrouve @, et 6,quisont les limites de X,

d’otcellesde X, sont Yi‘@i (i=12)
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Note Si f n’est pas significativement différent de zéro, 6, et 6,

A

seront des complexes. Nous concluons dans ce cas qu’aucune valeur X,

n’est acceptable.
Les limites@, et @,sont encore appelées limites de tolérance et

I’intervalle, intervalle de tolérance.

EX. 6. Pour étudier la liaison entre deux indicateurs économiques, X et Y,
on a d’abord fait un changement de variables tel que:

X 1 2 3 4 5 6
t -5 -3 -1 1 3 5

avec les résultats ZY = fSOZ:Y2 = 1662 Yr=28

1) Par la méthode des moindres carrés, estimer les droites DY (t) et Dt(Y)
2) Partant de la relation linéaire entre t et X en déduire DY (X) et DX(Y)
3) Auseuil e=5%
—  prévoir Y pour X, =10 a I’aide de DY (X)
—  pour X, =10, on observe Y, = 1, cet résultat est-il compatible avec
DY(X)
—  prévoir Y pour X, =7 al’aide de DX(Y).

DY(t): Y=a+pBt+u DY(): Y=5+041

Di(Y): t=a+bY+v  Di(Y): 1=-8.75+1.75Y
Di(X): t=y+AX+e Di(X): t=-T7+2X

DY(X): Y=5+04r=5+04(-7+2X)=22+08X

DX(Y): —7+2X =-875+1.75Y < X=%(—1.75+1.75Y)=%(—1+Y)

R? = 0.8(%] =07
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X t Y XMt YM Xt Yt

1 -5 1 25 5

2 3 4 9 6

3 -1 9 1 3

4 1 16 1 4

5 3 25 9 15

6 5 36 25 30
Total 21 0 30 91 70 166 35 28
moyenne 3.5 0.0 5.0
e 175
Z t? 70
>y 16
3wt 35
> 28
é 5.00
Y 0.40
a 875
b 1.75
2 0.70
7 -7.00
i 2.00

( X,-X)

Y o—é+ BX. 1.6 |l1+L
0 bX, 120, n zx

622262 (- Rz) Y (1-07)6 15

Y on-2 6-2

Len (n - 2) =195 (4) =2.776

DY(t): Y=a+fBt+u

Di(Y): t=a+bY +v

Di(X):t=y+AX +¢

Y, =2.2+0.8(10) + 2. 776\/1 2{1+ - +%J =10.2+2.776(2.073) =10.2 +5.75

P(4.45 <Y, <15.95)=0.95
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Ainsi, le résultat Y, =1 pour X, =10 n'est pas dans l'intervalle de prévision

ci-dessus et donc le modele n'aurait pas pu prévoir un tel résultat sans
modification.

Par la méthode de Fieller, on résout I'équation:

02

>

0

(xg—bO)* —12,67 1+ 1y
n
Xg=Xy—-X=7-35=35

. zef (1—R2)Zx2 (1—23)217'5=1.3125

O-v = = =
n—-2 n—2

l;z 1.75
2

Soit I'équation: 356% —6006-207=0 et soient donc les solutions:
6, =8.51 et 6, =16.79

D'ot les prévisions de Y: Y,=Y+6, et ¥,=Y+6, avec Y=5, soit
finalement l'intervalle de prévision: P(13.51< Y, <21.79)=0.95

3. Extensions du modele linéaire simple par les
moindres carrés

L'analyse des moindres carrés est tres importante et riche d'informations

pour la régression linéaire. En effet, analyser la différence Y —Y permet de
savoir:

7
X4

L)

[1S'l n' ya pas de singularité dans les données

[1 Si la relation fonctionnelle choisie est bonne ou pas

[1 Sl ny a pas de variables omises

[1 Si les hypotheses faites sur les erreurs sont valables ou non i.e.:
v" Si les erreurs sont indépendantes ou corrélées
v' Sila variable ¢ est constante ou non

7
0‘0

53

¢

7
X4

L)

v’ si les erreurs suivent une loi normale ou non.
Les réponses a ces questions (sur les hypotheses - voir le chapitre consacré
aux probléemes économétriques) constituent des extensions a l'analyse du
modele linéaire a 2 variables.
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3.1. Les singularités

Une valeur singuliere est une donnée qui se distingue nettement du reste des
observations. Des fois, nous pouvons expliquer pourquoi de telles
observations se particularisent des autres. Dans tous les cas, la procédure
usuelle est de les omettre et de réestimer la régression ou de procéder a un
lissage de la série e.g. Par extrapolation linéaire ou encore d'estimer les
valeurs qu'on aurait obtenu en l'absence des circonstances particulieres qui
ont produit les singularités. du point de vue statistique, il y a une différence
selon que les singularités sont écartées apres une analyse préliminaire ou pas
du tout; les résultats pourraient étre ou peu précis ou pas peu significatifs.

Dans la pratique, il est préférable de choisir la procédure qui donne des
résultats significatifs avec moins de précision que celle conduisant a des
résultats précis mais peu (ou pas du tout) significatifs.

3.2. Relation non linéaire

Il arrive qu'au-dela des singularités, I'adoption d'une mauvaise relation
fonctionnelle conduise a des résultats peu significatifs.
Soit le graphique:

PN

(b)

Si choisir ici une relation linéaire (a) conduit a de mauvais résultats, une
fonction possible serait par exemple:

(b) Y = o e™ courbe exponentielle
Ainsi en économie, la relation entre 2 variables peut étre mieux représentée

de facon non linéaire. En dehors de toute spécification théorique, la seule
représentation graphique peut monter 1inadéquation d'une fonction linéaire.
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On adjoint alors aux données initiales la relation non linéaire appropriée
qu'on transforme ensuite en relation linéaire pour permettre l'usage des
techniques ci-dessus non plus sur les données de départ mais sur leurs
transformations.

La transformation peut se faire aussi longtemps que l'additivité des résidus
est garantie. Cependant il ne sera pas toujours possible d'user de procédures
simples de recherche de transformées. Nous pourrons ainsi étre amenés a
faire directement une minimisation non linéaire pour estimer les parametres
du probléme e.g.:

b
(x+c)

2
min |y _ g4 b
(x+¢)

Evidemment, il ne doit pas y avoir de difficulté lorsque la fonction est

Y=a+

+u

exprimée sous forme polynomiale e.g. ¥ =a+b X +c X *

min 3 (Y —a—bX —c X*)
ZY:na+b2X+c2X2
=4 XY =a) X+bY X*+c) X’
Y XY =a) X*+bY X+ X*

1l existe une variété de transformations possibles. Les plus usitées sont les
fonctions logarithmiques ou semi-logarithmiques et les fonctions
réciproques.

La difficulté est qu'en opérant les transformations il peut arriver que
certaines hypotheses de départ ne soient plus respectées. 1l faut y prendre
garde en faisant les tests, qui ne sont généralement valables que lorsque
certaines de ces hypotheses sont maintenues.

a) Soit la fonction Z =ka’ v (a.1)
ou T et Z sont les 2 variables

k et a les parametres du modele et

v - la variable erreur.
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En prenant les logarithmes des 2 membres de (a.1) on obtient:

log(Z)=1log(k)+1log(a) T +log(v)
Soit donc le modele linéaire: Y =a+ S X +u (a.2)

Ainsi l'erreur qui est multiplicative en (a.1) devient additive en (a.2)

Les coefficients a et § sont estimés par la méthode des moindres carrés et a
l'aide des transformations on peut estimer a leur tour les parametres k et a : k
=10" eta=10°

b) Soit Z=kT"“v

InT +1lnv
X o7

InZ=Ink+
5

={Q

(b.1)

Y=a+BX+u — k:g“ et a:ﬂ

1l faut noter que le parametre (a) désigne le coefficient d'élasticité théorique
de Z par rapport a T:

9z / Z _aklT “'v
—_—= —— = q
oT / T kT *v/T
¢) Soit la fonction hyperbolique

B

(cl) Y=a+—+u
T

1
Onpose —=X
P T
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dow: Y=o+ X +u
- -~

Y Y

0 B>0 T o/ B<0

d) Z=e¢"P"  (d1)avecB>0

De telles fonctions utilisent 2 types de transformations.

logZ=a-p/T - Y=a-fX ouX=Y

Pour T =0, Y n'est pas défini mais ;Hr(% Z=0
-

a—Z=e°’ﬁ/T[ £ j = 0
oT

0Z 4 s ﬁ”_ﬂ_ _ _
ke £ (T4 TzJ_o o BB -2T)=0

soit le point d'inflexion 7 = g /2

—v
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p/2 T
De telles courbes sont fréquentés dans 1'analyse des budgets des ménages.

Malheureusement l'application des moindres carrés (ou du maximum de
vraisemblance) est souvent laborieuse.

Ex.7. Modéele semi-logarithmique

Au lieu du modele logarithmique, on peut étre amené a construire un modele
semi-logarithmique, par exemple si les valeurs de la variable dépendante
sont positives et négatives. Naturellement lorsqu'il y a des valeurs négatives
dans la série, on ne peut prendre le logarithme de la variable dans le cadre de
la linéarisation d'un modele exponentiel du genre:

(1) Y=aX"M"K"e" ou

le solde global de la balance de paiements (tantot négatif, tantot
positif)

la valeur des exportations

la valeur des importations

le total des capitaux non monétaires de long terme.

AEH

Le modele semi-logarithmique s'écrira:
(2) Y=Inaoa+pf,mhX +B,InM+ B, InK+u
(2) Y=, +B,X,+ B, X, +B,X, +u

Il est aisé d'appliquer la méthode des moindres carrés sur (2'), vérifier les
hypotheses, faire les tests nécessaires (e.g. autocorrélation des erreurs,
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stationnarité, validité du modele, significance des regresseurs, etc),
interpréter les résultats, faire de la simulation ou de la prévision.

Il faut cependant faire attention a la significance économique des
coefficients.

Ainsi, dans le modele (1), les b, sont des coefficients d'élasticités, faciles a
établir et a interpréter. Mais comme ce modele (1) n'est pas celui a établir,
ses coefficients doivent étre déduits a partir du modele (2').

Le modele (2') est équivalent a:
3) eY:aXﬁzMﬁ3Kﬂ4e”:eY=aZszf3Zf4e"

On sait que:
de’" Z, €'dYZ, Jy
B = e = Z,
' dZ, " dz.e" dZ,

J

Orde (1), on a:

dy Z, _ dy
=t > 7 =bY
Taz, vy T dz, <

J

D'ou:
dy B,
br=iz Lmbi¥ = b=y

J

Cette relation est fondamentale pour l'interprétation économique des
parametres qu'on utilise par la suite, permettant de ne pas se tromper
d'indicateurs. Dans les applications pratiques, Y peut étre remplacé par sa
moyenne arithmétique, calculée sur la période d'estimation.

Soit finalement ,Bj = bj ; Py bj = %

A

3.3. Modele a 3 variables

Soit
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(1) Y=p,+06,X,+0:X;+u
Le probleme est d’estimer les parametres 3 ; et o

On adopte les notations suivantes (dues a Yule):

a,,, aulieude f3,

1.23

b, ; au lieu de /}2
b

.5, aulieude S,

On écrira ainsi
(2) Y=a,,+b,,X, +b;;,X,;

Ces notations ont I’avantage d’indiquer le nombre de variables (1 se réfere a
Y, 2 aX,et3X;) Apres le point on indique les autres variables prises dans

la régression. Ainsi a, ,, est le coefficient de régression de Y par rapport
a X,et X, tandis que b3, est le coefficient de Y par rapport a X ,, I’autre

variable considérée étant X 5

Nous pouvons étendre les coefficients de régression étudiés dans le cas du
modele linéaire a 2 variables, sachant que nous avons ici 2 variables
explicatives.

Dans le modele simple le coefficient de corrélation était tel que:
2
S
ro=1- >
2.y

Ici on définira le coefficient de corrélation multiple R, ,, tel que:

R, =1- 2

qu’ on écrira encore

1 .
s, [ BT

S? 1
1 Sf:;zyZ
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A coté de ce coefficient, nous allons introduire le coefficient de corrélation
partiel. Nous nous demanderons par exemple si la corrélation entre Y et X,

est due au fait que chacune de ces 2 variables est influencée par X, . Le
coefficient de corrélation partiel entre Y et X, suppose que I’on fasse
abstraction de I’influence de X ,. On étudie donc la corrélation entre 2

variables, ceteris paribus. Notons ces coefficients:
153 corrélation partielle entre Y et X,, X, étant constant

r;3, corrélation partielle entre Y et X ,, X, étant constant

13, corrélation partielle entre X, et X,,Y étant constant

Les coefficients de corrélation simples sont:

Zyxz Zyx3 2x2x3

BEEND 35D 3 SR D 3 5 JE SN ) 30 = 3 &

On définit de méme les coefficients de régression simples

DR %
2~ sz 13 ZXZ
2 3

En fait de compte, ’on a toute une hiérarchie de coefficients qu’il faut a
présent établir.

3.3.1. Régression
2 2 .
RSS = Ze = Z(Y_a1.23 —b,,X, _b13.2X3) min

I RSS

da,,,

0 < zyznaua"'blzszxz+b13.2zX3

“4) Y= a5+ b12.3X_2 + b13.2§3
(2) - (4) conduit a:

(5) Y =byyx, +b5,x,
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Onadone Y (Y-7) =X (Y-Y~(7-7Y)) =X (y-5)

Z()’_ y)? = Z(y_blz.axz —bpy,x;)" = Zez

07262 o
by, - N blz.azxzz +b13.2zx2x3 = Z)Czy
J Zez -0 b12.3zx2x3 +b13.2zx32 = 2x3y

8 b13.2

(6)

En combinant (4) et (6) on obtient les estimateurs:

a,,;, =Y=b,, X2-b,,X;

= Zyx?zxj _Zyx3zx2x3
ZXZZZ)C?—(ZXZ%)Z

L, = zyx3zx22 _zyxzzx2x3
T XA (X

En prenant en compte les coefficients de corrélation simples, les estimateurs

12.3

L. .. 2 2
euvent encore s’ écrire, en divisant tous les termes par X X, .
2 3

zy'xZ _zyx3zx2x3

_ Z)CZ ZXZZXZ
Y E)
Tyezs
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ZyxZ zyz _ Zyx3 2x2x3 Zyz
IR R LR G R

szxa
DRI

r.,—r.r., S

_ T2 T Ni3T3 9y R
b, = 2 S_ ou
11— }"23 2
ez |1 2 ez 2
S, =48, ==y et S, =4S, = =D x,
n n
Finalement on écrira:
A3 =Y =bp; X2 =bp3, X5
7 b. = o ~hshs Si
123 =
1-r, S,
b _ N3~ ol Sy
132 = 2
I=-r; S,
3.3.2. Coefficient de corrélation multiple
2 2
2 ze S1.23
R, =1~ y=1-—3
2y S,
qu’on va aussi chercher a exprimer en fonction des coefficients simples
2 A
ze = ze'e = Ze(y— y)= ze(y_b12.3x2 —by;,%;)
= z ey—b,,; z ex,=b,,, z €x;
Mais comme:
49
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a b12.3
(C’est a dire que I’erreur n’est pas corrélée aux variables explicatives)
D’ou Zez = Zey

= Z Yy =bp, 5%, =b;,x;5)

(8) RSS = Z y? _b12.32 yXx; _b13.2z YXs3

Ainsi:
2 262 ]_Zyz_b12.3zyx2_b13,2zyx3

_]_—

123 = zyz = Zyz
RZ b zyxg b zyxj’

R

123 7 YI12.3 ZyZ + 13.2 ZyZ

Lo e [Zd L ¥w [2a
12.3W zyZ 13.2\/W zyZ

S S
2 2 O3
Riy; =Dbyy51, +by5,1
1 1

En remplacant b, , et b, , par leurs expressions de (9.7), il vient:
1 S, S, S, S,
R1.23:] 2 ((r12_r13r23 )S_r12S_+(r13_r12r23 )S_r o

13
— Iy 2 1 3 S1
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2 2
] T2 T RT3y T T 5T
— T

23

2 2
2 _ Ny tny = 2n,na0
) Riy=

2
-1y,

Si les variables explicatives sont indépendantes des erreurs, il y va de méme
pour y:

Ze& =b12'32ex2 +Zex3 =0
0 0
Ainsi puisque y =y + e, alors

10) Yy =29 +Dee e 0=0+0,

XN
= Zyz —(Zyz —blz.jzxzy—bmzz%y)

d’ou:

(11) Z)A’z :b12.32x2y+b13.22x3y

A2 2
) A y e
Mais ZyZZZyZ—zeZ = Zyz =]—§y2 = R12.23

3.3.3. Coefficients de corrélation partiels

Pour calculer le coefficient de corrélation entre Y et une des 2 variables,
X,, X,, il faut éliminer Iinfluence linéaire de I’autre variable

explicative sur Y et sur la variable considérée. Ainsi pour déterminerv,, .,

nous partons de la régression linéaire de Y sur X ; ,donnée par:
Y=a,,+b,X,vu =y=b,x,+tu =

(12) u=y-—b;,x,
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Analogue, le résidu des X ,»apres €limination de l'influence de X 5 est

défini par:
(13) v=2x, —by,x,
Partant, le coefficient de corrélation partiel entre Y et X 5, avec X 3

maintenu constant, sera défini comme coefficient de corrélation simple entre
uetv

Z w avec Eu)=0etE(v)=0

r = b

12.3 \/g\/?
- Zyxz _b23zyx3 —b13zx2X3 +by, ij
12.3

ISy (= S (1-r)
S S S, S

zyxz _’”13712352753 _’”237223’353 +r13’”2371722x32
7 — S3 S3 S3 S3
12.3 \/2y2\/zx22 \/1_r123 \/1—}’223

soit finalement:

r,—r.r
_ 12~ Ti3hss i
(14) T, = - \/72 et par analogie
I—r \1-1y,
R F3 =TTy
132 FF
4P Iy
Iy —Tphs)

}" =
23.1
2 2
NI=r54/1=15

A partir de ces relations et en les comparant aux calculs précédants des
coefficients de régression partiels, on aboutit a des expressions fort utiles

r,—r.r,, S
_ ' 13723 P ) £l
b,,= —=——"="—— qu’on peut encore écrire:
] — l"23 2
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2
P Ty = 1303 Sy
123 — P p
\/]—rB \/]—r23 SZ\/I—r23
Ti2.3 S1.3/Sz 3
S
(15) b,, =1, S—l3 et analogue
23
S,
b, =", g '
3.2

- . . 5 S
Ces 2 derniere relations sont équivalents a ﬁ— r—-du cas simple de 2
S)C

variables

Enfin il est trés pratique et utile d’exprimer les coefficients de corrélation
partiels en fonction du coefficient multiple et des coefficients simples

De (14) on a:

2
2 (r r13r23) r +r13r23 21511575

S ey e ey

qu’on mettra sous la forme:

2 2 2
2 It r,ths — r +r13r23
r123 -
' 2
(I_r13)(1_r23)
roor = 2rrr
Or d’apres (9) Rz 2 = 12 212 13723
I—r23
2 2 2
o R (1= )1y
dOll r12.3 - 5 5
(]_r13)(]_r23)
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2 2

2 Ry Tl
(16) T, = 1—2 et analogue
B
2 2
’,2 _ R~ 1
132 = 71—,
)
2 . . .
r, et rI 5, sont appelés rendements partiels. Ils mesurent la proportion de

la variabilité de Y qu’explique I’addition de X, (respectivement de X3),
variabilité non due a X; (respectivement de X,). Ce sont des gains relatifs de

2. -2
2.¢

Finalement, il en résulte les quantités suivantes:

précision=————"—

Slr>  variabilité de Y qu’explique X ;
S?’r;  variabilité de Y quexplique X,

N

1
2
3. SR}, variabilité de Y qu’explique X,et X,
4 S (R1 » r123) accroissement dans la variabilité de Y due a

I'introduction d’une seconde variable explicative, X,

3.3.4. Résumé des calculs

1. Partant des données, on calcule:

Y, X2,X;
S, S,, S,
Tigr T30 Tz

2. On détermine:

13 23 12 23

QO e e
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2

2
S, =S \1-r, S, =8\ 1—-ry

2 2
S,;=5, V]_r13 S;2 =84 1—ry

3. On estime les coefficients de régression:

a,,, =Y=b,,X>-b,;,X;
b =r SI.3
123 = 2sg
2.3
b r —SI'Z
132 =~ s27g
3.2

b x, +b X
4. Enfinona: R... = 12,32)) 2 13_22)) 3

123 — ZyZ

Quant aux problemes d’inférence statistique et de prévision, ils seront
mieux traités dans le cadre du modele linéaire général avec I’introduction
du calcul matriciel.

Ex.8. L’offre Y d’un bien est supposée étre une fonction linéaire de son
prix X, et du taux de salaire X; dans I’industrie de production de ce

bien: Y= ﬁ] + ﬂng + ﬂ_ng +u

On considere un n échantillon:

Y 2 4 35 6 789
X5 1 2 2 3 4 4 4 8
X; 9 8 5 7 4 5 75

1) Par la méthode des moindres carrés, estimer le modele DY (X, X3)

2) Calculer le coefficient de corrélation corrigé

3) Faire une analyse de variance détaillée

4)  Au seuil § = 5%, tester les effets direct et additionnel de chacune des
variables explicatives et calculer les gains de précision puis ensuite en
déduire les coefficients de corrélation partiels
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B3 Microsoft Excel - DESS_Excel méthodes quantitatives

E_] Eichier  Edition  Affichage  Insertion  Format  Cukils  Données  FenBtre  Outils de Métudiant 2 Tapez L
PSR A A9 R E o @ B mestewRonan  + 10+ 5 % 0 €
L11 - A
A [ B [ c o] E | F [ e | v [ 0 [ 40 | kK
1 ¥ be] Xz RAPPORT DETAILLE
2| 2 1 g
(3| 4 2 g Statistigues de la régression
| 4| 3 2 3 Coefficient de détermination multiple 0200
16| 5 3 7 Coefficient de détermnation R"Z 0311
6| & 4 4 Cosfficient de détermination comigé F- 0735
| 7| 7 4 3 Erreur-type 1261
| & | 2 4 7 Observalions 8
8| o B 5
W_El ANALYEE DEVARIANCE
Al ddl S carrés | M carrds R P(F)
| 12 | Régression 2 34.046 17.023 .70z 0016
| 13 | Résidus 3 7954 1.581
114 Total 7 4z0m
15
| 16 | Cogficients SE f P Inf P{0.85)  Sup P(0.95)
| 17 | Constante 1635 2766 0.591 0.580 -5.476 2746
| 18 | Variahle X2 1.046 0372 3850 00z 0.348 1.745
1 19| Variahle X3 0.032 0.332 0.098 0.926 -0.220 0.885
2 2
— E e / n-3 n—1 E e
R =1- 2 =1- N'.2
E y / n—1 n-3 E y
' . < s 1z,
Au regard du tableau d'analyse de variance, le modele est validé:
F =10.702 > F, ;. =5.79 avec un risque € <5% =1.6%
' . "
Pour les tests d'effets direct et additionnel, on suppose les
z . 2 z
régressions DY (X2) et DY(X3) au préalable effectuées:
B Microsoft Excel - DESS_ Excel methodes quantitatives
E_] Fichier  Edition  Affichage Insertion Format  Outils  Données  FepStre  Outils de 'Studiant 7
HRRNEN™ BENEE RENE- NS ARSI 1 A N1 N EirimesNeanman - 10 1|
120 - A
A I B [ C [ D [ E [ F [ 5 [
1 |RAPPORT DETAILLE
2
3 |Stafistigues de la régression
4 |Coefficient de détenmination multiple 0.500
5 |Coefficient de détermination R"2 0210
B |Coefficient de détermination corigé _R] 07
7 |Erreur-type 1.152
8 |Chservations 3
9
10 [ANALYSE DE VARIANCE
11 ddl S carrés M carrés R P{R)
12 |Régression 1 34031 34.031 25624 0.o02
13 |Résidus ] 7969 1328
14 |Total 7 42
15
16 Cogfficients SE £ F Inf F{0.05) | Sup P(01.95)
17 [Constante 1891 0821 2302 0.081 -0.11% 3.500
18 [Variable X2 1031 0.204 5062 0.002 0533 1.530
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IE osoft Excel - DESS_Excel méthodes quantitatives

Ei] Fichier  Edition  Affichage  Insertion Format  Oubk  Données  Fenétre  Outils de létudiant 2
NS HRISEE S o E e -6 E i - 10 -
J20 - i
A B C | ] E F | o] |
1 |RAPPORT DETAILLE
2
3 |Srafistiques de la régression
_ 4 |Coefficient de détermination multiple 0.499
5 |Coefficient de détetmination B2 0.249
iCuePﬁmem de détermination corrigé ig 0124
7 |Etreur-type 2293
8 |Observations 2
9|
10 |AMNALYSE DE VARIANCE
11 Adl S carrés I carrés F P(F)
12 |Régression 1 10465 10.465 1991 0.208
13 |Résidus f 31535 5356
14 |Total T 42
15
16 Cosflicients SE ¢ F Inf P(.93)  Sup F{0.99)
A7 |Constante 9.860 3.195 3.087 0021 2043 17678
15 |Vatiable X3 -0.69% 0.494 -l4n 0308 -1.807 0512
57
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Au regard de ces deux tableaux de résultats, I'effet direct de X, est
significatif mais pas celui de X;. Pour les effets additionnels, on
construit le tableau:

Source de Somme des ddl Carrés moyens
variabilité carrés

X5 rzzzyz 1 rZZZyz/l
X (Rz_rzz)zyz ! (Rz_rzz)zyz/l

X3 r32zy2 1 r32zy2/1
X (Rz_r32)zy2 ! (Rz_r32)zy2/1

X, et X3 Rzzyz 2 RZZyZ/Z
Résidu (1_Rz)zyz n-3 (1_Rz)zyz/n_3

Total z y? n-1

2 2 2 2
(1(15 R; )r/Zn)i 13 =(n-3) Ii __erz =0.010 < Fy5(1,5) =6.61

Fix,

effet additionnel non significatif

58
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(R2 —rz)/l R> —r}
Fix, = (1_R2)/3n_3 =(n-3) 1_R23 =14.824 > Fy5(1,5) = 6.61

effet additionnel significatif

Les gains de précision sont définis par:

2 2 2 o

Gix, = 29226%26 = Rl_r;z =0.2%
2_N2 0 o

G.x, =Ze3ze3zze =Rl_r323 =74.8%

Les coefficients de corrélation partiels sont tels que: G,y = s

et

2
et G xy) =rs

Soient: r,,; =0.865 et 1, =0.044
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